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�� �

���� ������� k	
����
� �
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
������ ����� M0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
������ �
����� � ������

����� � � � � � � � � � � � � � � � �
������ �
��
�� � ����
��
��� ���  �����
������! ������� "

���� #�
���� ��
���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "
������ R	��
$������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "
������ ������ �
!�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %
������ &���� 
 ��������� U(R) ∩ Pk(x1, x2) = R � � � � � � � %
����"� &���� 
 ���
��
�� � Pk 'k > 2(��
$����� M ∪

{e1(x1, x2), e2(x1, x2)} ��� ���
��
�� M � � � � � � � � � %
����%� ������������� ������� � Pk� #�
���� ��
���
��� � )
����)� *��
���� ��
����� �� �
��
�� �
�����! ������ �

Pk� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )
���� #�
���� +������
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,

������ &���� -.�
���
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,
������ &���� 
 ���������

[
Pk(x) ∪ P B

k

]
= P

|B|
k ∪ Pk(x)� � � � /

������ &���� 
 ���0����� [Pk(x) ∪ {f}] ⊇ P E2
k ��� k > 21

f 	 ��2�������
�  ������� � � � � � � � � � � � � � � � 3
����"� &���� 
 ���0����� [Pk(x) ∪ {f}] ⊇ P l+1

k ��� k > 21
f 	 ��2�������
�  ������1 1 < l < k � ���0�����
[Pk(x) ∪ {f}] ⊇ P l

k� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����%� #�
���� +������
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��"� 4�
.���
��� k	
����
� �
����� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��"��� #�
���� 
 �
��
�� ������ �
���
�
� � Pk� � � � � � � ��
��"��� �
���������
��� ��
$����� 
�������! �����
� �

Pk ��� k > 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�





	���� 
�

k�
������ �������

���� ������� k	
����
� �
�����

������ ����� M0�

Ek = {0, 1, . . . , k}
Pk 5 ��
$����
  ������ f : Pk × Pk × . . . × Pk︸ ︷︷ ︸

n

−→ Pk1 ��� n ∈ N ∪ {0}

M0 = {0, 1, . . . , k, max(x, y), min(x, y), J0(x), J1(x) . . . Jk−1(x), j0(x), j1(x) . . . jk−1(x)}
4.

�������6 x ∨ y

def
= max(x, y)1 x&y

def
= min(x, y)

Ji(x)
def
=

{
0, x �= i

k − 1, x = i

ji(x)
def
=

{
0, x �= i
1, x = i

�����M0 �������� �
����� ����� f ∈ Pk 5  ������ 
� n ��2��������!
���������! x1, x2, . . . , xn� #
��� ���
����
 ��������
6

f(x1, x2, . . . , xn) = max
σi∈Ek

min(Jσ1(x1), Jσ2(x2), . . . , Jσn(xn), f(σ1, σ2, . . . , σn)) �

������ �	
���
 � ����
�	������

����� M ⊂ Pk� 4�������� ��
$����
 〈M〉  
���� ��� M �

�( 7��� f ∈ M 1 �
 f ∈ 〈M〉�
�( 7��� f ∈ M 1 8 Gi 5 ��.
 ��$�� � 〈M〉1 ��.
 ����������1 i =

1, 2, . . . , n1 �


g(x1, x2, . . . , xm)
def
= f(G1(x1, x2, . . . , xm), G2(x1, x2, . . . , xm), . . . , Gn(x1, x2, . . . , xm))

�
$� ��$�� � 〈M〉�

�



" ����� �� K��	�
	�� ���
���

�( 9����!  
���� ����

+�����

���� ��� M 5 :�
  ������1 �����
�����  
����
� ���
M � [M ] 5 ��
$����
 ������

���� ��� M � ������
������� �������1
�
�
$�;���� ��
$����
� M 6

M = (M, 〈M〉 , [M ])

�

������ �	��	�� � �

����	��� ��� ������	�����
�
�������

������
������� ������� M = (M, 〈M〉 , [M ]) ��
������� �
��
�1 ����
[M ] = Pk�
��
����6 �������1 �
�
$�;���� ��
$����
� M = {x⊕1, max(x, y)}1

�
����
���������	
���6

• �
������ �
�������6 k − 1 =
k−1∨
i=0

(x ⊕ i)

0 = k − 1 ⊕ 1,
1 = 0 ⊕ 11 � �� ��

• Ji = ( max
i⊕s �=k−1

(x ⊕ s)) ⊕ 1

• 4.

����� ����
 zj
i (x) �����02�0  �����06 zj

i (x)
def
=

{
0, x �= i
j, x = i

�

#
��� ����
 ��������
6 zj
i (x) = max(Ji(x), k − j − 1) ⊕ j ⊕ 1� �����

f 5  ������ 
��
� ��������
�� #
��� f(x) =
k−1∨
i=0

(z
f(i)
i (x))� #����


.��

�1 ���  ������ 
��
� ��������
� ��$�� � [M ]1 � �����
���1

 ������ ∼ x
def
= k − 1 − x� <
 min(x, y) =∼ max(∼ x,∼ y)� =�����1

M0 ⊂ [M ] � ������� M �
����

���� ��
���� ��
���
���

������ R���	�������

����� T ⊂ Pk 5��
$����
  ������ 
� '�� 
.�
������
 ��2��������!(
���������! x1, x2, . . . , xm� ������� f 
� > ���������! �
!������ ��
$�	

���
 T 1 ���� ∀(h1, h2, . . . , hn) ∈ T × T × . . . × T︸ ︷︷ ︸
n

(λ ∈ T )1 ��� λ(x1, x2, . . . , xm)
def
=



���� ������� ���	������ %

f(h1(x1, x2, . . . , xm), h2(x1, x2, . . . , xm), . . . , hn(x1, x2, . . . , xm))4.

����� ��	
��
 Pk(x1, x2) ��
$����
  ������ k	
����
� �
���� 
� �� .
���1 ���
���! ��2��������! ���������!� ?�
$����
 R ⊂ Pk(x1, x2) ��
�������
R	��
$����
�1 ����6

• R �= Pk(x1, x2), R �= ∅

• {e1, e2} ⊂ R1 ��� e1(x1, x2)
def
= x1, e2(x1, x2)

def
= x2 5 ������
����

 �������

• ��$���  ������ �
 R �
!������ R 'R �
!������ ��.�(�

R	��
$���� �
����
� ����
� Rk = {R1, R2, . . . , Rρ(k)} 5 ��
$����
 ���!

R	��
$����� ρ(k) � 2kk2

������ �����
 �	�
�������

����� T ⊂ Pk 4.

����� ����
 U(T ) ����� �
!������� ��
$����� T 1 �� ��
��
$����
  ������1 �
!����02�! ��
$����
 T �
��
����� ����� Ri ∈ R� #
��� U(Ri) 5 
�������� ������

������  ���� 	 
�������� U(R) ∩ Pk(x1, x2) = R

���������	
���� 4.

����� Q = U(R) ∩ Pk(x1, x2)

• Q ⊇ R 5 
������
�

• Q ⊆ R� 9
��
����� 
� ��
����
�
� �����Q � R1 �� �� ∃f ∈ Q(f /∈ R)�
<
 f(x1, x2) = f(e1(x1, x2), e2(x1, x2))� #� �� f ∈ Q1 �
 f ∈ U(R)1 ���	
�
�������
1 �� �� ������
����  ������ ��$�� � R1 �
 f ∈ R 5
��
���
������ �

����!�  ���� 	 ���	��	�� � Pk "k > 2#��	������ M ∪
{e1(x1, x2), e2(x1, x2)} �
� ���	��	�� M �

���������	
����4� ��
����
�
6 ����� ∃M(([M ] �= Pk)&([M ∪ {e1, e2}] =

Pk))� &0.��  ������ f �����
�����  
����
� ��� Q
def
= M ∪{e1, e2}� �
	

��$��1 ��
 f �����
����� �  
����
� ���M � 9
��
����� ��������� �

����� �!
$����� �  
����� f ������
���!  ������� @�
�6 ���� �����	
�
���!  ������ ���1 �
 �
��
����� �����
� ����!
�6 �

��;� �  
�����
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	�� ���
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f ������
���0  �����0 ei� 7; �!
$����� ����� ��� ei(G1, G2)1 ��� G1 �
G2 5 ���������� ���  
����� ��� Q� =������ ei(G1, G2) �� Gi� ���	
����� �����
�
$���� ��������� �

����$� �
���
�����
� ������
 � Pk� %�	
��� ������
�	���

����� S 5 ������� 
�������! �
���
$���� Pk1 �� �� S ⊂ 2Pk � ∀M ∈
S ([M ] = M)� +������ S ��
������� �
���
���	���1 ���� ∀M � Pk (([M ] =
Pk) ⇔ (∀N ∈ S (M � N)))� A P2 ������� {T0, T1,M,S,L} �������� ���	
��������
��

��
���� ������
��� +������ U(Rk) = {U(R1), U(R2), . . . , U(Rρ(k))}
�������� �����������
� ������
� � Pk '��� k > 2(�
���������	
����

��
��
���
���� �����M �
��
� 7��� M ⊆ U(Ri)1 �
 [M ] ⊆ [U(Ri)] =
U(Ri)� #� �� M �
��
1 �
 U(Ri) = [M ] = Pk1 � U(Ri) ∩ Pk(x1, x2) =
Pk(x1, x2)� <
 U(Ri) ∩ Pk(x1, x2) = Ri �= Pk(x1, x2) 5 ��
���
������
�

�
����
��
���� 9
��
����� 
� ��
����
�
� ����� ∀i ∈ 1, 2, . . . , ρ(k)(M �
U(Ri))1 �
 ��� :�
� [M ] �= Pk� #
��� �
 �������2�� ����� [M ∪ {e1, e2}] �=
Pk� 4.

����� L = [M ∪ {e1, e2}]1 Q = L ∩ Pk(x1, x2)�
������ Q 5 R	��
$����
�

���������	
���� A ���
� ����1 Q ⊂ Pk(x1, x2)1 e1, e2 ∈ Q1 Q �=
Pk(x1, x2) '����� �Q1 � 
����� � � L ��$��  ������ A�..� Vk(x1, x2)

def
=

max(x1, x2)⊕11 
����� L �
��
1 � :�
 �� ���(� ��
�� �
�
1 Q �
!��	
���� ��.�1 �� �� L 
������
� =�����1 B 5 R	��
$����
� � =������1
��
 L �
!������ Q� =�����1 M ⊆ L ⊆ U(Q) = Rj 5 ��
���
������
�

����&� '�(	
��� �
	��
�� �� �	��	�� �	��)�
� ���
���� � Pk�

+�2����
����� ���
�
 ���
����� ������� �
 ��2����
����� ���
�����1
���
�2��
 ��� Ri � �
 ��
���� ��
���
��� �



���� ������� ����������� ,

���� ��
���� �������
�
�

������  ���� *+�	���	(	�

4.

�������6 x(f) 5 ��
$����
 ��2��������! ���������!  ������ f �
|A| 5 �
2�
��� ��
$����� A� |f | 5 �
2�
��� ��
$����� 
������� f �
������ ����� f ∈ Pk(x1, x2, . . . , xn)1 x(f) > 11 |f | � 3� #
��� ������	

�� � ��.
��6

• ∼αn = (a1, a2, . . . , an)

• ∼βn = (a1, b2, . . . , bn)

• ∼γn = (b1, a2, . . . , an)

��� �
�
��! f(∼αn) �= f(∼βn) �= f(∼γn) �= f(∼αn)
���������	
��������� x1 5 ��2��������� ����������� #
��� ∀c1, a2, a3, . . . , an ∈
Ek∃c2 ∈ Ek(f(c1, a2, a3, . . . , an) �= f(c1, a2, a3, . . . , an))� ����� A 5 ��
$�	
���
 
������� � �
����
�������
��� f(0, a2, a3, . . . , an), f(1, a2, a3, . . . , an), . . . , f(k−
1, a2, a3, . . . , an)1 |f | = l
A

�
$�� � �������

�( |A| < l
A :�
� ������ �

��;� ∼βn = (a1, b2, . . . , bn) �
 
��������1 �
�
�
�

��� � A� #����� �
 A ��.���� � ��.
�� ∼αn = (a1, a2, . . . , an) �
∼γn = (b1, a2, . . . , an) �����1 ��
 f(∼γn) �= f(∼αn)�

�( |A| = l
7��� .� f 
��

����
 
����������� .� ���  ������� ����
� ��	
������
�1 �
 
�� 
������� .� ��2�������
 �
���
 
� 
��
� ����	
����
�� +���
�������
1 ��2�������  ������� ����
� ��������
�1
��� �
�
�
� f(a1, x2, x3, . . . , xn) �= const� A

��;� � ��.
�� ∼αn =
(a1, a2, . . . , an) � ∼βn = (a1, b2, . . . , bn)1 ����� ��
 f(∼α) �= f(∼β)� <�	
.
� ∼γn = (b1, a2, . . . , an) 1 �� �
�
�
� 
������� f 
��������� 
�
�����! ���!1 ��2������� �
�
��1 ��
 � A �
�����0��� ��� l � 3

�������� �

 	�������� ����� f ∈ Pk(x1, x2, . . . , xn)1 |x(f)| > 11 |f | = l � 3� #
���
�������� l ��.
�
�6

• ∼αn
1 = (a1

1, a
1
2, . . . , a

1
n)

• ∼αn
2 = (a2

1, a
2
2, . . . , a

2
n)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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• ∼αn
l = (al

1, a
l
2, . . . , a

l
n)

��� �
�
��! f(∼αn
i ) �= f(∼αn

j ) ��� i �= j1 ����;� � ��$�
� ��
�.�� ��
.
���1 ��� l − 1 ��
�����! :������
��

������  ���� 	 
��������
[
Pk(x) ∪ PB

k

]
= P

|B|
k ∪ Pk(x)�

4.

�������6 ����� B ⊆ Ek� |B| 5 �
2�
��� ��
$������

P B
k

def
=

⎧⎨
⎩f ∈ Pk : ∀�x ∈ Ek × Ek × . . . × Ek︸ ︷︷ ︸

|x(f)|
(f(�x) ∈ B)

⎫⎬
⎭

����� l ∈ N� P l
k 5 ��
$����
 ���!  ������ �
 Pk1 �������02�! �� .
���

l 
�������� 4������
1 ��
 P l
k 
������
�

������
[
Pk(x) ∪ P B

k

]
= P

|B|
k ∪ Pk(x) 'B ⊆ Ek1 B �= ∅(

���������	
���� ����� f ∈ P
|B|
k 1 l = |b|

x1, x2, . . . , xn f(x1, x2, . . . , xn) g(x1, x2, . . . , xn) x ξ(x)
<�.
��1 �� �
	
�
��! 
�������
b1

b1 c1 ∈ B c1 b1

<�.
��1 �� �
	
�
��! 
�������
b2

b2 c2 ∈ B c2 b2

. . . . . . . . . . . . . . .
<�.
��1 �� �
	
�
��! 
�������
bl

bl cl ∈ B cl bl

A P B
k ����;���  ������ g1 �
�
��� �� ��! $� ��.
��!1 ���  ������ f

��������� 
������� bi1 ��������� ��
������ 
������� ci� A Pk(x) ���	
�;���  ������ ξ : ci �−→ bi� #
��� f(x1, x2, . . . , xn) = ξ(g(x1, x2, . . . , xn))�

=�����1 P
|B|
k ⊆ [

P B
k ∪ Pk(x)

]
1 � 
����� � P

|B|
k ∪ Pk(x) ⊆ [

P B
k ∪ Pk(x)

]
�

4����
�� �
��
���1 ��
 P
|B|
k ∪ Pk(x) ⊇ [

P B
k ∪ Pk(x)

]
1 �� �� �0.��  
�	

���� F ��� ��
$����
� P B
k ∪ Pk(x) �����
���  �����0 �
 ��
$�����

P
|B|
k ∪ Pk(x)� 9
��$�� :�
 ��������� �
 �
���
���0  
����� F� @�
�6
���� F 5  ������ �
 P B

k ∪ Pk(x)1 �
 �
��
����� �����
� ����!
�6 ����
F ����� ��� f(G)1 ��� f ∈ Pk(x)1 G 5 ����������1 ���  ������ 
��
�
��������
�1 �
 f ◦G5 �
$�  ������ 
��
� ��������
�� 7��� G 5  ���	
���1 �������02�� �� .
���1 ��� |B| 
�������1 �
 f ◦G �
$� ���������
�� .
���1 ��� |B| 
�������� 7��� $� F ����� ��� f(G1, G2, . . . , Gn)1 ��� f
��������� �� .
���1 ��� |B| 
�������1 �
 f(G1, G2, . . . , Gn) 5 �
$� ���	
������ �� .
���1 ��� |B| 
�������� �



���� ������� ����������� 3

������  ���� 	 ���,)���� [Pk(x) ∪ {f}] ⊇ PE2

k �
� k > 2-
f � ��.�������	/ ��������

������� f ∈ Pk ��
������� 
���
�������1 ���� |x(f)| > 1 � |f | = k�
����� �� ����� f 	 ��2���������  ������ 'k > 2(� #
��� ����;���

 ������ g(·, ·) ∈ [Pk(x) ∪ {f}]1 
.����02�� �����02��� ��
�������6
• g ∈ P E2

k �

• g |E2×E2 /∈ L '<� ��.
��! �
 C � � g �� �������(�

���������	
���� �
 ����� -.�
���
�
 ���  ������ f �������� �
��.
�� ∼αn = (a1, a2, . . . , an),∼ βn = (a1, b2, . . . , bn),∼ γn = (b1, a2, . . . , an)1
����� ��
 f(∼αn) �= f(∼βn) �= f(∼γn) �= f(∼αn)� 4��������  ������ ξi :
E2 −→ Ek ��� i = 1, 2, . . . , n �����02�� 
.��

�6 ξi : 0 �−→ ai, 1 �−→ bi�
=������1 ��
 :��  ������ ��
�����
��0� ��.����6

x1 x2 ξ1(x1) ξ2(x2) ξ3(x2) . . . ξn(x2)
C C a1 a2 a3 . . . an

C � a1 b2 b3 . . . bn

� C b1 a2 a3 . . . an

� � b1 b2 b3 . . . bn

�
�
$�� h(x1, x2)
def
= f(ξ1(x1), ξ2(x2), . . . , ξn(x2))�

f(a1, a2, . . . , an) = a
f(a1, b2, . . . , bn) = b
f(b1, a2, . . . , an) = c
f(b1, b2, . . . , bn) = d

A

�
$�� � ������6

• a, b, c, d �
����
 ��
������ A :�
� ������ �

��;�  �����0 τ ∈
P E2

k ∩Pk(x) ����01 ��
 τ : a, b, c �−→ 0, d �−→ 1� g(x1, x2)
def
= τ(h(x1, x2))

5 ���
���  ������ '=������1 ��
 g ∈ [Pk(x) ∪ {f}](�
• d � ���	�
 �
����
� �����1 ��� 
������;��
���1 d = a� +������ ��;
����
����
 ����
�� �����01 �
 
���� τ : a, b, d �−→ 0, c �−→ 1� �

����� !� ����� k > 21 M = Pk(x) ∪ {f}1 ��� f 5 ��2���������
 ������� #
��� ∀h ∈ P2(x1, x2, . . . , xn)∃g ∈ Pk(x1, x2, . . . , xn) ∩ [M ] ∩

P E2
K

⎛
⎝h = g

∣∣∣∣∣∣E2 × E2 × . . . × E2︸ ︷︷ ︸
n

⎞
⎠



�C ����� �� K��	�
	�� ���
���

���������	
���� �
 ����� � ∃g(·, ·) ∈ [M ] ∩ P E2
k 'g |E2×E2 /∈ L(� �
	

�
$�� ∇(x) =

{
x̄, ���� x ∈ E2D
0, ������

�����N
def
= {g,∇, 0, 1} =������1 ��
 ∀ϕ ∈ N

⎛
⎜⎝ϕ

∣∣∣∣∣∣∣E2 × E2 × . . . × E2︸ ︷︷ ︸
|x(ϕ)|

∈ P2

⎞
⎟⎠�

@
��� �
�
1 ���� ������������� �! ���  ������ �
 P21 �
 g /∈ L1 ∇ /∈ M1
∇ /∈ T01 ∇ /∈ T11 0 /∈ S� =�����1 N 5 �
���� ������� � P2� ��
�� �
	
�
1 N ⊆ M ∩ P E2

k � �
��
���� �
��
�
� ������� N 1 
���E��  
�����

��� N 1 �����
�02�0  �����0 h

∣∣∣∣∣∣E2 × E2 × . . . × E2︸ ︷︷ ︸
n

7��� ���������	

���� :��  
����� ��� �����
�02�0  �����0 �
 Pk1 �
 �����
����� ��
 ������ .���� ���
�
�  ������� g� * ��� ��� N ⊆ M 1 �
 A 5  
�����
��� M � �

������ ����� k > 21 f 5 ��2���������  ������� #
��� P E2
k ⊆

[Pk(x) ∪ {f}]�

���������	
���� A

��;�  �����0 λ ∈ P E2
k 1 �
��� λ(x1, x2, . . . , xn) =∨

(σ1,σ2,...,σn)

Jσ1(x1)&Jσ2(x2)& . . .&Jσn(xn)&λ(σ1, σ2, . . . , σn) =∨
(σ1,σ2,...,σn)

jσ1(x1)&jσ2(x2)& . . .&jσn(xn)&λ(σ1, σ2, . . . , σn) =

·∨
(σ1,σ2,...,σn)

jσ1(x1)&̇jσ2(x2)&̇ . . . &̇jσn(xn)&̇λ(σ1, σ2, . . . , σn)5 
����� ���M �

A :�
�  
����� 
������� &̇ � ∨̇ �� C � � �
�����0� � & � ∨1 � �� 
�����	
��! 
�������! 5 ����� �

 	�������� 7��� k > 21M = Pk(x)∪{f}1 f 5 ��2���������  ������1
�
 P 2

k ⊆ [M ]�

���������	
���� ��� .��
 �
��
��
1 P E2
k ⊆ [M ]� <
 M ⊇ Pk(x)� �
	

:�
�� P E2
k ∪Pk(x) ⊆ [M ]1 � 
����� �

[
P E2

k ∪ Pk(x)
] ⊆ [M ]� ��
�� �
�
1 �


����� �
 �������2��
 ��
���� '�����( �����6
[
P E2

k ∪ Pk(x)
]

= P 2
k ∪Pk(x)�

F���1 P 2
k ⊆ P 2

k ∪ Pk(x) =
[
P E2

k ∪ Pk(x)
] ⊆ [M ]� �



���� ������� ����������� ��

����!�  ���� 	 ���,)���� [Pk(x) ∪ {f}] ⊇ P l+1
k �
� k >

2- f � ��.�������	/ �������- 1 < l < k � ���,�
)���� [Pk(x) ∪ {f}] ⊇ P l

k�

���������	
���� �
 ��������0 �
 ����� -.�
���
�
 �������� �����
��.
��6
f(a1, a2, . . . , an) = a
f(b1, a2, a3, . . . , an) = b
f(a1, b2, b3, . . . , bn) = c
f(c1,1, c1,2, . . . , c1,n) = d1

f(c2,1, c2,2, . . . , c2,n) = d2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
f(c(l−2),1, cl−2,2, . . . , cl−2,n) = dl−2

�
�
$�� B = {a, b, c, d1, d2, . . . , dl−2}� A

��;� ��
�
�
����0  �����0
h ∈ P B

k �

x1, x2, . . . , xn h(x1, x2, . . . , xn) ξ1(�x) ξ2(�x) . . . ξn(�x) f(ξ1, ξ2, . . . ξn)
<�.
��1 ��
�
�
��!
h = a

a a1 a2 . . . an a

<�.
��1 ��
�
�
��!
h = b

b b1 a2 . . . an b

<�.
��1 ��
�
�
��!
h = c

c a1 b2 . . . bn c

<�.
��1 ��
�
�
��!
h = d1

d1 c1,1 c1,2 . . . c1,n d1

<�.
��1 ��
�
�
��!
h = d2

d2 c2,1 c2,2 . . . c2,n d2

· · · · · · · · · · · · � � � · · · · · ·
<�.
��1 ��
�
�
��!
h = dl−2

dl−2 cl−2,1 cl−2,2 . . . cl−2,n dl−2

ξi ∈ P l
k� ��� ����
 �
 ��.����1 h(�x) = f(ξ1(�x), ξ2(�x), . . . , ξn(�x))� #����


.��

�1 ��
�
�
�����  ������ �
 P B
k ��������������  
����
� ���

M = Pk(x) ∪ {f}1 �
 ���� P B
k ⊆ [M ]� |B| = l + 1� �
 ����� �
 ��
����

����� ����� P l+1
k ⊆ [M ] '��� �
��
��������
 ��������� �
 �������2��



�� ����� �� K��	�
	�� ���
���

����� '��
��� �����((� �

����$� %�	
��� 0������	(	�

+������ +������
�
 5 :�
 ��
$����
 M ���� M = N ∪ Pk(x)1 ��� N ⊆
Pk�

��
���� ��������� �	
���
����� +������ +������
�
 M = N∪
Pk(x) �
��� � Pk ��� k > 2 ⇐⇒ N �
���$�� ��2��������0  �����0 G�

���������	
����

⇐= �������� ����� �
 ��
���� �����1 
���� k−2 ��
� ����� �
 ��
����
����"� �

=⇒ ����� ��2�������
�  ������ ���1 �
��� N ⊆ P k−1
k � <��
 �
��
���1

��
 �0.��  
����� F ��� M ��$�� � P k−1
k ∪Pk(x)� 9
��
��������


����
����
 �
��
��������� �
 ����� ������ �

���� ��
����
��� k	
����
� �
�����

��!��� %�	
��� 	 �	��	�� ������ �	���	�	� � Pk�

 ������ "
	��
�
� "
	�� � Pk �
��� � �
	�

 �
���# 

��� k $
"�
��
� ���	
�

���������	
���� ���$�� ����
 
������1 ��
 �0.��  ������ � Pk

����������� � ����
⊕

(σ1,σ2,...,σn)

jσ1(x1)jσ2(x2) . . . jσn(xn)f(σ1, σ2, . . . , σn)� �
	

:�
�� ������� �
���
�
� �
��� � Pk �
��� � �
���
 �
���1 �
��� ����	
������� � ���� �
���
��  ������ j0(x) 'ji(x) = j0(x ⊕ k − i)(�

��
��
���
���� ����� k = m · l1 ��� m, l ∈ Z� �����
�
$��1 ��

j0(x) = anxn ⊕ an−1x

n−1 ⊕ . . . ⊕ a1x ⊕ a0� #
��� a0 = 11 ��� ���
j0(0) = 1� H����
���� j0(m)� + 
��
� ��
�
��1 :�
 ����� I ���	
�
� ��
�
��1 j0(m) = anmn ⊕ an−1m

n−1 ⊕ . . . ⊕ a1m ⊕ 1� =�����1

anmn ⊕ an−1m
n−1 ⊕ . . .⊕ a1m = k − 11 �
 ���� (k − 1)

���m� <
 k > 11 �
�
$� ������� �� m� * ���
�
 �� .������ �

�
����
��
���� j0(x) = (k − 1)xk−1 ⊕ 1� '�
��
��������
 5 ?���� ��
	
���� �����(� �



���� �����		���
 K��	�
	�� ���
�
� ��

��!��� �	���������	��� ��	������ �������
� �����
�	� � Pk �
� k > 2�

��
���� %�
��� ��� k � 3 � Pk ��2������� 
�������� �����1 ���02��
��;���� .�
���

���������	
���� H����
���� �
����
�������
���  ������ fi1 'i =
2, 3, . . .(�

fi(x1, x2, . . . , xi)
def
=

{
1, ���� x1 = x2 = . . . = xj−1 = xj+1 = . . . = xi = 2, xj = 1, 1 � j � iD
0, ������

�

�
�
$�� N = {f2, f3, . . .}1 M = [N ]� 9
��$��1 ��
 N 5 .�
�� � M 1 �� ��
∀m ∈ N�2 (fm /∈ [N \ {fm}])� �����
�
$��1 ��
 ∃m ∈ N�2 (fm ∈ [N \ {fm}])1
�� �� fm ����$����� ����
  ������ N \ {fm}�
fm(x1, x2, . . . , xm) = fr(A1, A2 . . . , Ar)� A

�
$�� � ������6

�( +���� A1, A2, . . . , Ar ���� �
 ������� ���� � ����
��1 
������� 
�
���������!1 �������� Ai1 , Ai2 � A :�
� ������ �
1 ��
 ��
�� � ���	
�
� ����� 5 �
$���������� ����1 �� ��  ������ f ��������� 
��	
����� �
���
 0 � 11 � ���� ���� ����! ��� ���������1 �� �����! 21
�
 f = 0� =�����1 f ≡ 01 ��
 �� ����

�( +���� A1, A2, . . . , Ar ���� �
��
 
��� ����
�1 
������� 
� �������	
�
�1 �������� As� #� �� r > 2 �m > 21 �
 ∃q � min(r, m)(Aq5 ����
� ��������
�)�
=������ 
������� ���������!6 x1 = x2 = . . . = xq−1 = xq+1 = . . . =
xm1 xq = 1� +���� .���� 11 � ������ 5 0�

�( A�� A1, A2, . . . , Ar 5 ����
�� ���������!� #� �� ��� ���������� �
 ������ f 5 ��2���������1 �
 �! 
�����
�
� �
�������
1 
�����
�  ������ 
��� � �� $�� �

��
����� ?�
$����
 
�������! �����
� � Pk ��� k > 2 ����� �
2	
�
��� �
��������

���������	
����

• ?
2�
��� ��
$����� 
�������! �����
� �� .
��E�1 ��� �
�����	
��� Pk �� .
���1 ��� ��;��
1 
����� 2Pk �� .
���1 ��� �
���������
1
� ��
$����
 
�������! �����
� � �;� �
���$����� �

• ?
2�
��� ��
$����� 
�������! �����
� �� ����E�1 ��� �
���	
����� ����� N = f2, f3, . . . 5 ��
$����
 �
 �������2�� ��
�����
H����
���� ��
$����
6 Q = {[P ] : P ⊆ N}�'�
 ��
���� -�
�� ���
[P ] ��
�����(� Q �������� �
���
$����
� ��
$����� 
�������!
�����
� � ����� �
2�
��� �
�������� �


